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Nous construisons dans un Espace de Sonine de fonctions entie`res un sous-espace at-
tache´ a` la fonction dzeˆta de Riemann et nous montrons que le quotient contient des
vecteurs intrinse`quement lie´s aux ze´ros non-triviaux et a` leurs multiplicite´s e´ventuelles.
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English summary
Let K = L2((0,∞), dt). The Mellin transform of a function f ∈ K is defined, on the critical
line Re(s) = 1/2 and with the meaning of a Plancherel isometry, through the formula f̂(s) =∫∞
0 f(t) t
s−1 dt. Let F+ be the cosine transform (formally F+(f)(t) = 2
∫∞
0 cos(2πtu)f(u)du.) Let
a and b be two strictly positive real numbers and let Ka,b be the closed subspace of K consisting
of functions f with support in (a,∞) and such that F+(f) has its support in (b,∞). It is known
classically that L2((0, a]) + F+(L2((0, b])) is a closed proper subspace of K (see [15], sect. 2.9, p.
126-127 ) hence that none of the Ka,b’s is reduced to {0}. The functions π−(1−s)/2Γ((1 − s)/2)f̂(s)
on the critical line (for f ∈ Ka,b) build (up to a trivial change of variable) a special case of a Sonine
Hilbert space as considered by De Branges in [13], and in particular it consists of entire functions.
We prove elementarily:
The´ore`me 1. The Mellin transforms of the functions in Ka,b are entire functions. They have
at s = 1+ 2j, j ∈ N, trivial zeros and these are their only common zeros (and are simple as such.)
We write (φ, ψ] for the euclidean scalar product
∫
φ(u)ψ(u)du. Let I be the operator I(f)(t) =
1/t f(1/t) and let G = IF+I. The operator G is unitary and satisfies G2 = 1. Let Λ > 0 and let
HΛ = I(K1/Λ,1/Λ) = L
2((0,Λ), dt)
⋂G(L2((0,Λ), dt)). The Mellin transforms of elements from HΛ
are entire functions with trivial zeros at −2j, j ∈ N. The function f̂(s) satisfies the same functional
equation as the Riemann zeta function if and only if G(f) = f , and up to a sign if and only if
G(f) = −f . We prove:
Theorem 2. One has
⋂
HΛ = {0} and
⋃
HΛ = K. For each Λ > 0, each complex number w,
and each integer k ∈ N there is a unique vector ZΛw,k in HΛ such that the euclidean scalar product
(f, ZΛw,k] equals (d
k/dkw)
(
π−w/2Γ(w/2)f̂(w)
)
for each f ∈ HΛ. The vectors ZΛw,k, w ∈ C, k ∈ N
are linearly independent, in particular they are all non-vanishing.
Let Λ > 1 and let VΛ be the vector space of smooth functions with support in [1/Λ,Λ]. Let D
be the operator u(d2/d2u)u. Let, for φ ∈ VΛ, E(φ)(u) =
∑
n≥1 φ(nu)− (
∫∞
0 φ(t)dt)/u.
Theorem 3. Let WΛ be the closure in K of the functions E(φ) for φ ∈ D(VΛ). One has
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WΛ ⊂ HΛ. A vector ZΛw,k is perpendicular to WΛ if and only if w is a non-trivial zero ρ of the zeta
function of Riemann and 0 ≤ k < mρ (mρ = multiplicity of ρ.)
The outlines of the proofs will be found in the french part of this Note. One thus defines HPΛ
as the perpendicular complement to WΛ in HΛ so that
K =
(
L2((Λ,∞), dt) + GL2((Λ,∞), dt)) ⊥WΛ ⊥ HPΛ
The construction should be compared to the approach of Connes in [11], [12].
Conclusion. In the continuation of [4], [5], we have shown that the scattering theory for the
Fourier transform (which belongs to Analysis) has arithmetical aspects, through exhibiting some
natural Hilbert spaces containing vectors intrinsically associated to the non-trivial zeros of the
Riemann zeta function (and to their multiplicities; this is a continuation to [10].) It would be
interesting to better understand the operator framework behind this construction ([6],[7],[8].) The
study of Λ → 0, Λ = 1, Λ → ∞ is a problem of the renormalization group ([16]), which appears to
be linked to the problem of the nature of the zeta function ([3].)
Dans la section intitule´e “Espaces de Sonine” de son livre ([13]) De Branges associe des espaces
de Hilbert de fonctions entie`res a` la transformation de Hankel d’ordre ν, ν > −1. Lorsque ν = −1/2
la transformation de Hankel est essentiellement la transformation en cosinus F+ agissant sur K =
L2(]0,∞[, dt) selon (formellement) F+(f)(t) = 2
∫∞
0 cos(2πtu)f(u)du. Nous construisons dans la
pre´sente Note des quotients de ces Espaces de Sonine (associe´s a` F+) qui contiennent des vecteurs
intrinse`quement lie´s aux ze´ros non-triviaux de la fonction dzeˆta de Riemann (et a` leurs multiplicite´s
e´ventuelles.) Une description plus satisfaisante de cette construction est de nature ope´ratorielle, et
nous reviendrons sur ce point dans un travail ulte´rieur.
1. Les espaces Ka,b
SoitK l’espace de Hilbert L2(]0,∞[, dt) des fonctions a` valeurs complexes de carre´s inte´grables sur
]0,∞[. Nous noterons (φ, ψ] pour le produit scalaire euclidien ∫ φ(u)ψ(u)du. Soit F+ la transforma-
tion en cosinus agissant formellement selon F+(f)(t) = 2
∫∞
0
cos(2πtu)f(u)du. Elle ve´rifie F2+ = 1,
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(F+(φ),F+(ψ)] = (φ, ψ]. Soit I agissant selon I(f)(t) = 1/t f(1/t). Le compose´ Γ+ = F+ I est
invariant et est donc diagonalise´ par l’isome´trie de Mellin-Plancherel f 7→ f̂(s) = ∫ f(t)ts−1 dt entre
K et l’espace des fonctions de carre´s inte´grables sur Re(s) = 1/2 pour la mesure |ds|/2π. Le multipli-
cateur spectral associe´ est la fonction γ+(s) = 2(2π)
−s cos(πs/2)Γ(s). On a donc γ+(s)γ+(1−s) = 1
et, presque partout sur la droite critique:
∀f ∈ K f̂(s) = γ+(s) ̂F+(f)(1 − s) (1.1)
Soient a et b deux nombres re´els strictement positifs et conside´rons le sous-espace ferme´ Ka,b
de K des fonctions f supporte´es par [a,∞[ et telles que F+(f) soit supporte´e par [b,∞[. Il est
connu classiquement que L2(]0, a])+F+(L2(]0, b])) est un sous espace ferme´ propre de K (voir [15],
sect. 2.9, p. 126-127 ) et donc que les espaces Ka,b sont tous non-re´duits a` {0}. Si f est presque
partout nulle sur ]0, a] alors
∫
f(t)ts−1 dt est analytique dans le demi-plan Re(s) < 1/2, et par (1.1)
si f ∈ Ka,b alors f̂(s) existe en tant que fonction analytique dans Re(s) > 1/2. En fait:
The´ore`me 1.1. (voir [13]) Toute fonction d’un espace Ka,b a une transforme´e de Mellin qui
est une fonction entie`re de s ∈ C.
Il suffirait de constater en effet que les fonctions π−(1−s)/2Γ((1−s)/2)f̂(s) forment (a` un change-
ment de variables pre`s) un des Espaces de Sonine de fonctions entie`res conside´re´s par De Branges
dans [13]. Mais pour e´tablir en particulier le The´ore`me (1.5) plus loin, nous ferons plutoˆt reposer la
de´monstration sur l’identite´ e´le´mentaire suivante, valable pour tout f ∈ Ka,b:
∫ ∞
0
f(t) ts−1 dt =
∫ ∞
b
(1− s) ∫∞a sin(2π ut)ts−2 dt− as−1sin(2π au)
πu
F+(f)(u) du (1.2)
Cette identite´ est tout d’abord e´tablie pour Re(s) < 0 et donne le prolongement analytique de
f̂(s) au moins au demi-plan Re(s) < 1. Puis (par exemple) (1.1) donne le prolongement analytique
au plan complexe. L’e´quation (1.2) re´sulte du calcul (imme´diat) par inte´gration par parties:
Re(w) < 0 ⇒ 2
∫ ∞
a
cos(2π ut)tw−1 dt =
(1− w) ∫∞a sin(2π ut)tw−2 dt− aw−1sin(2πau)
πu
Avec Ca(u,w) = 2
∫∞
a cos(2π ut)t
w−1 dt et Sa(u,w) = 2
∫∞
a sin(2π ut)t
w−1 dt on a la relation
ci-dessus entre Ca(u,w) et Sa(u,w − 1) et aussi une relation entre Sa(u,w) et Ca(u,w − 1) qui
e´tablissent que ces fonctions sont des fonctions entie`res de w (pour chaque u > 0 fixe´) et aussi
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qu’elles sont O(1/u) sur [1,∞[ uniforme´ment par rapport a` w ∈ C lorsque |w| est borne´. L’usage
que nous ferons de ce dernier point est dans la continuation de [10] (motive´ par [2], Lemme 6.) Il
va sans dire que ces calculs simples (et ceux qui suivent) sont bien connus.
Soit f(t) une fonction infiniment de´rivable a` support compact dans ]0,∞[. Par Fubini on a∫∞
a F+(f)(t) tw−1 dt =
∫∞
0 Ca(u,w)f(u) du pour Re(w) < 0 puis pour tout w ∈ C puisque les deux
membres sont des fonctions entie`res de w. Soit Da(u,w) = 2
∫ a
0
cos(2π ut)tw−1 dt (pour Re(w) > 0.)
Par Fubini on a
∫ a
0 F+(f)(t) tw−1 dt =
∫∞
0 Da(u,w)f(u) du et donc
̂F+(f)(w) = ∫∞0 (Ca(u,w) +
Da(u,w))f(u) du d’ou` par (1.1) pour Re(w) > 0:
Ca(u,w) = γ+(w)u
−w − 2
∫ a
0
cos(2π ut)tw−1 dt = γ+(w)u
−w − 2
∞∑
j=0
(−1)j
(2j)!
(2πu)2j
a2j+w
2j + w
(1.3)
Cette dernie`re formule montre que Ca(u,w) pour w fixe´ est une fonction analytique de u dans
C\] − ∞, 0], au moins pour w distinct de 0, −2, −4, . . .En utilisant le fait que γ+(w) a un poˆle
simple en −2k (k ∈ N) avec un re´sidu e´gal a` 2(2π)2k(−1)k(1/(2k)!), on voit de plus que Ca(u,−2k)
diffe`re d’une fonction entie`re de u par un multiple non nul de u2k log(u) et qu’elle est donc e´galement
analytique en u sur C\]−∞, 0]. On peut affirmer, les seuls ze´ros de γ+(w) e´tant en 1, 3, 5, . . . , que
les seules fonctions entie`res en u parmi les Ca(u,w), w ∈ C, sont obtenues pour w ∈ {±1,±3,±5, . . .}
et que Ca(u,w) est dans K si et seulement si soit Re(w) < 1/2 soit w ∈ {1, 3, 5, . . .}. Nous avons
ainsi e´tabli:
Lemme 1.2. La fonction Ca(u,w) pour u > 0 fixe´ est une fonction entie`re de w.
Lemme 1.3. Pour w ∈ C fixe´ Ca(u,w) est une fonction analytique de u ∈ C\]−∞, 0]. Elle est
entie`re si et seulement si w ∈ {±(1 + 2j), j ∈ N}. Elle est O(1/u) sur [1,∞[, et cela uniforme´ment
par rapport a` w lorsque |w| est borne´. Pour Re(w) > 0, elle vaut γ+(w)u−w−2
∫ a
0
cos(2π ut)tw−1 dt,
et est donc γ+(w)u
−w + O(1) sur ]0, 1] et cela uniforme´ment par rapport a` w pour Re(w) ≥ ǫ > 0.
Elle appartient a` K si et seulement si soit Re(w) < 1/2 soit w ∈ {1, 3, 5, . . .}. On a Ca(u, 1+ 2j) =
−F+(1t≤at2j)(u) pour j ∈ N.
The´ore`me 1.4. Soient a > 0, b > 0 fixe´s. Les transforme´es de Mellin f̂(s) des fonctions
f ∈ Ka,b posse`dent en 1, 3, 5, . . . des ze´ros triviaux et ce sont leurs seuls ze´ros communs.
De´monstration. Nous donnons ici une approche directe qui ne fait pas appel aux re´sultats
ge´ne´raux de [13]. Le fait que f̂(1 + 2j) = 0 (j ∈ N) pour tout f ∈ Ka,b se voit directement
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sur l’e´quation (1.1.). Pour tout nombre complexe w et toute fonction f ∈ Ka,b on a f̂(w) =
(F+(f), φwa,b] = (f,F+(φwa,b)] avec φwa,b(u) = 1u≥b(u)Ca(u,w). Donc si w est un ze´ro commun a`
toutes les fonctions f̂ alors φwa,b ∈ F+(L2(]0, a]))+L2(]0, b]). Dans l’e´criture (unique) correspondante
φwa,b = fa,b + ga,b la fonction fa,b(u) est une fonction entie`re de u et elle est e´gale pour u > b a`
Ca(u,w) qui est analytique sur C\] − ∞, 0]. Elles sont donc e´gales et on en de´duit que Ca(u,w)
appartient a` F+(L2(]0, a])). En particulier elle est dans K ce qui implique par ce qui pre´ce`de soit
w ∈ {1+2j, j ∈ N} soit Re(w) < 1/2. Mais ce dernier cas est a` exclure car alors Ca(u,w) appartient
a` F+(L2([a,∞[)) (et est non nulle). •
L’e´quation (1.1) montre que 1, 3, 5, . . . sont simples en tant que ze´ros communs aux fonctions
f̂(s) pour f ∈ Ka,b. Il existe une isome´trie canonique entre Ka,b et Kλ,λ pour λ2 = ab et nous
supposerons dore´navant a = b = λ > 0. Nous de´finissons des fonctions Dw,k(t) sur ]0,∞[ et des
vecteurs Xλw,k dans K pour w ∈ C et k ∈ N de la manie`re suivante: Xλw,k(t) := 1t≥λ(t)Dw,k(t) avec,
pour Re(w) > 1/2, Dw,k(t) := (log(1/t))
kt−w et, pour Re(w) ≤ 1/2, Dw,k(t) := (dk/dkw)Cλ(t, w).
Pour tout f ∈ Kλ,λ on a pour Re(w) > 1/2 (f,Xλw,k] = (dk/dkw)f̂ (1 − w) et pour Re(w) ≤ 1/2 on
a (f,Xλw,k] = (d
k/dkw)(γ+(w)f̂ (1 − w)). On notera en particulier la compensation entre les poˆles
de γ+(w) et les ze´ros triviaux de f̂(1 − w).
The´ore`me 1.5. Soit λ > 0. Les projections orthogonales des vecteurs Xλw,k sur Kλ,λ sont
line´airement inde´pendantes.
De´monstration. Supposons qu’une combinaison line´aire finie des Xλw,k soit dans K
⊥
λ,λ =
L2(]0, λ]) + F+(L2(]0, λ])). Comme dans la de´monstration pre´ce´dente, la combinaison line´aire cor-
respondante des Dw,k(t) (qui est analytique en t sur ]0,∞[) doit eˆtre dans F+(L2(]0, λ])). Elle ne
peut eˆtre de carre´ inte´grable au voisinage de l’origine que si il n’y a aucune contribution d’un couple
(k, w) avec Re(w) > 1/2 car alors Dw,k(t) = (log(1/t))
kt−w. On e´limine pour la meˆme raison les
couples (w, k) ve´rifiant Re(w) = 1/2 car alors Dw,k(t) a par le Lemme (1.3) une singularite´ domi-
nante pour t→ 0 du type (log(1/t))kt−w. On remarque finalement pour Re(w) < 1/2 par l’e´quation
(1.1) l’identite´ (F+(f), Xλw,k] = (dk/dkw)(f̂ (w)) qui montre que F+(Xλw,k) et (−1)kX1−w,k ont la
meˆme projection sur Kλ,λ. On est donc ramene´ au cas pre´ce´demment e´limine´. •
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2. Les espaces HΛ et les vecteurs Z
Λ
w,k
Il est naturel pour les de´veloppements ulte´rieurs de travailler plutoˆt avec les fonctions f̂(1 − s),
pour lesquelles les ze´ros triviaux sont situe´s en 0, −2, −4, . . . . Soit HΛ (pour Λ > 0) l’espace des
fonctions dans K presque partout nulles pour t > Λ et dont les images sous G := IF+I sont presque
partout nulles pour t > Λ. On a HΛ = IKλ,λ avec λ = 1/Λ et les transforme´es de Mellin sont les
fonctions f̂(1− s), f ∈ Kλ,λ. L’unitaire G ve´rifie G2 = 1 et laisse stable HΛ qui se de´compose donc
comme une somme perpendiculaire H+Λ ⊥ H−Λ , les transforme´es de Mellin des fonctions invariantes
sous G satisfaisant la meˆme e´quation fonctionnelle que la fonction dzeˆta de Riemann, tandis que
celles dans H−Λ la satisfont au signe pre`s. Il est clair que les espacesHΛ forment une chaˆıne croissante
d’espaces de Hilbert.
Proposition 2.1. On a
⋂
HΛ = {0} et
⋃
HΛ = K.
La premie`re assertion est imme´diate, et pour la deuxie`me on peut par exemple utiliser le fait
que l’espace
⋃
HΛ est invariant sous les translations multiplicatives Dθ : f(t) 7→ (1/
√
θ)f(t/θ)
(0 < θ < ∞), puisque Dθ(HΛ) ⊂ HΛθ pour θ ≥ 1 et Dθ(HΛ) ⊂ HΛ/θ pour θ ≤ 1. Or si f(t)
est une fonction quelconque non-nulle de H1 alors les ze´ros de f̂(s) sur la droite critique forment
un ensemble de mesure de Lebesgue nulle et par un the´ore`me de Wiener cela implique que les
combinaisons line´aires de ses translate´es multiplicatives sont denses dans K.
Au vu des ze´ros triviaux en 0, −2, . . . on associe a` f ∈ HΛ non plus simplement f̂(s) mais la
fonction entie`re M(f)(s) := π−s/2Γ(s/2)f̂(s). L’espace de Hilbert des fonctions entie`res M(f)(s)
pour f ∈ HΛ est un Espace de Sonine au sens de [13], [14] (ici, la droite critique joue le roˆle de l’axe
re´el dans [13], [14]). On dispose des e´quations fonctionnelles M(G(f))(s) =M(f)(1− s).
Proposition 2.2. Pour tout nombre complexe w et pour tout entier k ≥ 0 l’e´valuation f 7→
M(f)(k)(w) de´finit une forme line´aire continue sur HΛ.
Cela de´coule des calculs pre´ce´dant le The´ore`me (1.5) puisque ces formes line´aires s’expriment
(selon un syste`me triangulaire) en fonction des produits scalaires euclidiens avec les vecteurs I(Xλw,k)
(λ = 1/Λ). Il existe donc un unique vecteur ZΛw,k dans HΛ tel que ∀f ∈ HΛ M(f)(k)(w) = (f, ZΛw,k].
Le noyau reproduisant (analytique) KΛ(w, k; z, l) = (ZΛw,k, Z
Λ
z,l] est un objet important de l’Analyse
pour lequel la the´orie de De Branges donne une formule exacte a` partir d’une certaine fonction EΛ(z)
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au sujet de laquelle nous souhaiterions pouvoir eˆtre plus explicite. Les vecteurs ZΛw,k sont relie´s
aux projections orthogonales des vecteurs I(Xλw,k) (λ = 1/Λ) sur HΛ par un syste`me triangulaire
inversible et donc par le The´ore`me (1.5):
The´ore`me 2.3. Les vecteurs ZΛw,k pour w ∈ C, k ∈ N sont line´airement inde´pendants (en
particulier ils sont tous non nuls.)
3. Les espaces WΛ et HPΛ pour Λ > 1
Soit Λ > 1 et soit VΛ l’espace vectoriel des fonctions infiniment diffe´rentiables et supporte´es
par [1/Λ,Λ]. La transforme´e de Mellin φ̂(s) d’une telle fonction φ est une fonction entie`re. Le
produit ζ(s)φ̂(s) est une fonction me´romorphe, de carre´ inte´grable sur la droite critique et qui est la
transforme´e de Mellin au sens L2 de la fonction E(φ)(u) =
∑
n≥1 φ(nu)− (
∫∞
0
φ(t)dt)/u ([5].) Soit
D = u(d2/d2u)u l’ope´rateur diffe´rentiel invariant de multiplicateur spectral s(s− 1). Les fonctions
de VΛ dans l’image de D sont exactement celles ve´rifiant φ̂(0) = φ̂(1) = 0. On de´signera par WΛ
l’adhe´rence dans K des fonctions E(φ) pour φ ∈ D(VΛ).
The´ore`me 3.1. Soit Λ > 1. On a WΛ ⊂ HΛ. Un vecteur ZΛw,k est perpendiculaire a` WΛ si
et seulement si w est un ze´ro non-trivial ρ de la fonction dzeˆta de Riemann et 0 ≤ k < mρ (mρ =
multiplicite´ de ρ.)
De´monstration. On observe pour φ ∈ D(VΛ) que E(φ) a son support dans ]0,Λ]. De plus
I(φ) est aussi dans D(VΛ) et donc EI(φ) a e´galement son support dans ]0,Λ]. La transforme´e de
Mellin de E(φ) est ζ(s)φ̂(s) et son image sous F+I est γ+(s)ζ(s)φ̂(s) = ζ(1−s)φ̂(s). Donc G(E(φ)) =
IF+I(E(φ)) a comme transforme´e de Mellin ζ(s)φ̂(1−s) autrement dit G(E(φ)) = E(I(φ)). Il existe
des fonctions φ̂(s) avec φ ∈ VΛ prenant des valeurs et des de´rive´es quelconques en un nombre fini de
nombres complexes fixe´s a` l’avance et avec cela le The´ore`me est de´montre´. •
De´finition 3.2. Soit Λ > 1. On de´signe par HPΛ le comple´ment orthogonal de WΛ dans HΛ.
On comparera a` l’approche de Connes dans [11], [12]. On a donc
K =
(
L2((Λ,∞), dt) + GL2((Λ,∞), dt)) ⊥WΛ ⊥ HPΛ
On peut traiter de manie`re analogue le cas d’une se´rie L(s, χ) de Dirichlet pour les caracte`res
primitifs et pairs. Il sera alors inutile de se restreindre a` D(VΛ) et il faudra tenir compte du
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conducteur q > 1. Pour une se´rie associe´e a` un caracte`re impair la construction utilisera non plus
F+ mais la transformation en sinus F−.
4. Conclusion
Dans la continuation de [4], [5], nous avons montre´ que la the´orie (appartenant a` l’Analyse) de
collision (scattering) pour la transformation de Fourier a des aspects arithme´tiques en associant
de manie`re intrinse`que un certain quotient HPΛ a` la fonction dzeˆta de Riemann (pour Λ > 1)
et en montrant qu’il est lie´ a` ses ze´ros non-triviaux (et a` leurs multiplicite´s e´ventuelles; ceci est
dans la continuation de [10].) Il serait inte´ressant de mieux comprendre ces constructions en termes
ope´ratoriels ([6],[7],[8].) L’e´tude de Λ → 0, de Λ → ∞, et de Λ = 1 est un proble`me de groupe de
renormalisation ([16]) qui semble relie´ a` celui de la nature de la fonction dzeˆta ([3].)
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